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(obowiazuje studentéw studiujacych wg programu z 1 X 2019 badz p6zniejszego)

1 Statystyka

Wymagane pojecia, fakty:

1. Statystyki opisowe. Mediana, modalna, kwantyle rozkladu, poréwnywanie rozktadéw z rozktadem
normalnych.

2. Podstawowe rozklady prawdopodobienstwa i ich wtasnosci: dwumianowy, wielomianowy, ujemny
dwumianowy, Poissona, gamma, chi-kwadrat, beta, normalny, wielowymiarowy normalny, t-Studenta,
F-Snedecora, mieszanki rozktadéw.

3. Nieobciazonos¢ estymatoréw, btad sredniokwadratowy i wariancja estymatora. Estymacja nieob-
ciazona o minimalnej wariancji.

4. Statystyki pozycyjne i ich wlasnoéci (w kontekécie estymatoréw najwickszej wiarogodnosci), np.
wyliczenie rozktadu maximum lub minimum.

5. Estymatory punktowe i przedziatowe.

6. Estymatory najwiekszej wiarogodnosci.

7. Testy parametryczne dla $redniej, wariancji i frakeji.

8. Poréwnywanie dwdéch populacji: testy dla dwoch srednich i wariancji.

9. Testy nieparametryczne. Dopasowanie rozktadu do danych. Testy zgodnosci.

Przykladowe zadania

1. Niech X3, X2, -+, X,, bedzie préba losowa z rozkladu jednostajnego U(0,6),0 > 0, o gestosci

fola) = 51(0,9) (x).

Wyznacz estymator najwiekszej wiarogodnosci parametru 6.



2 Ekonometria / Modele liniowe

Wymagane pojecia, fakty:

1. Estymacja parametréow za pomoca metody najmniejszych kwadratéw w modelu liniowym z jedna
zmienng objadniajaca i wyrazem wolnym.

2. Estymacja parametrow za pomoca metody najmniejszych kwadratéw w modelu liniowym z dowolna
liczba zmiennych objasniajacych.

3. Zalozenia modelu liniowego Gaussa-Markowa. Estymacja macierzy kowariancji estymatoréw para-
metréow. Przedzialy ufnoéci dla parametréw.

4. Prognoza w modelu liniowym Gaussa-Markowa.

5. Testowanie hipotez o istotnoéci parametréw w modelu liniowym Gaussa-Markowa.

6. Dobor zmiennych objasniajacych do modelu Gaussa-Markowa za pomoca procedur krokowych.

7. Weryfikacja zatozen modelu Gaussa-Markowa.

8. Estymacja parametréw modelu liniowego odporna na zalezno$é obserwacji w czasie i na heteroske-
dastycznosé.

9. Modele linearyzowalne do modelu Gaussa-Markowa.

Przykladowe zadania

1. Dany jest nastepujacy model liniowy:
Y = G121, + Bowo; + &5, 1=1,2,...,n
spelniajacy zatozenia modelu Gaussa-Markowa. Dla tego modelu:

(a) Oblicz estymatory metody najmniejszych kwadratéw parametréw (1 i fo uzyskane metoda naj-
mniejszych kwadratéw, wiedzac, ze n = 22, .22, x%z =17, Y2 2110, = 13, 272, :U%Z = 10,
YR wiy =2, it way =21 32y = 10.

(b) Oblicz wspdélezynnik determinacji lub napisz, ze jest on nieokre$lony w tym modelu.

(c¢) Dla danych z podpunktu b) wyznacz przedzialy ufnosci na poziomie ufnosci 0,95 dla parametréw
011 B2. Podaj ich interpretacje.

(d) Przetestuj istotnos$é kazdego z parametréw z osobna na poziomie istotnosci 0, 05.



3  Szeregi czasowe

Wymagane pojecia, fakty:
1. Szereg czasowy z dyskretnym parametrem czasowym jako proces stochastyczny.
2. Stacjonarny szereg czasowy w szerszym sensie i jego charakteryzacja poprzez funkcje autokorelacji i
$rednie;j.
3. Klasyczny model szeregu czasowego jako suma funkcji trendu, funkcji sezonowoéci i btedu losowego
utozsamianego z stacjonarnym szeregiem czasowym.
4. Ogolne modele szeregéw czasowych.
5. Modele stacjonarnych szeregéw czasowych (proces bialego szumu, proces $redniej ruchomej, proces
autoregresji, mieszany proces autoregresji i §redniej ruchomej tj. model ARMA, procesy liniowe).

Przykltadowe zadania

1. Sformutowaé definicje:

(i) stacjonarnego procesu gaussowskiego,
(ii) biatego szumu,

(iii) probkowej funkcji autokowariancji,
(iv) prébkowej funkeji autokorelacji,

(v) procesu MA(q),

(vi) procesu AR(p),

(vii) prcesu ARMA(p,q),

(viii) $redniokwadratowej optymalnej prognozy liniowej zmiennej losowej Y wzgledem zmiennej losowej
X,

(ix) procesu liniowego,

(x) funkcji autokorelacji czastkowej procesu stacjonarnego.

2. Odpowiedz i krétko uzasadnij:

(i) Czy funkcja f(h) = (=1)" jest funkcja autokowariancji?

(ii) Czy funkcja f(h) = (—1)/" + 4 cos(Lh) jest funkcja autokowariancji?

(iii) Czy procesy {X;: t =0,+1,£2,..} oraz {Y; : t =0,%1,+2,..} zadane odpowiednio réwnaniami
Xe=a+bZi+cZiy 1 Ye=2Z:72; 4,

gdzie {Z;}1%° IID(0,0%) szum oraz a, b i ¢ sa stalymi, sa procesami stacjonarnymi w szerszym
sensie?

(iv) Wyznacz funkcje wartosci oczekiwanej oraz funkcje autokowariancji i autokorelacji proceséw z punk-
tu (iii).
3. Sprawdz czy proces X; zadany réwnaniem
Xe+0,2X; 1 — 048X 5 = Z,

gdzie {Z;} ~ WN(0,0?)



(i) jest wynikowy?

(ii) jest odwracalny?

4. Niech X1, X5 beda obserwacjami procesu postaci X; = Z; +07Z;_1, gdzie {Z;} ~ WN(0,0?). Wyznacz
najlepsza liniowa estymacje wartosci X3 w terminach X; i Xo.



4 Rachunek prawdopodobienstwa

Wymagane pojecia, fakty:

Prawdopodobienstwo klasyczne i geometryczne; rozwigzywanie zadan. Rozktady zmiennych i wekto-
row losowych; zmienne losowe ciggle i dyskretne. Pojecie ciagu niezaleznych zmiennych losowych. Wartosé
oczekiwana z.l., momenty z.l., wariancja.Warunkowe prawdopodobienstwo i wartos¢ oczekiwana. Przy-
padek gdy warunek ma dodatnie prawdopodobienstwo. Nierownosé Czebyszewa. Zbieznos¢ wg prawdo-
podobienstwa i wg rozktadu. Stabe prawo wielkich liczb. Twierdzenie graniczne Poissona i centralne
twierdzenie graniczne.

Wymagane umiejetnosci:

Proste zadania kombinatoryczne. Dystrybuanta, gesto$¢, funkcja prawdopodobienstwa. Obliczanie
rozktadéw przeksztatconych zmiennych lub wektoréw losowych. Na przyklad gdy jest znana gestosé
zmiennej losowej X to jaka jest gesto$é zmiennej losowej h(X). Podobnie dla wektoréw. Wzory na rozklad
normalny (zmiennej losowej i wektora losowego), rozklad dwumianowy i rozklad Poissona. Niezaleznosé
dwoch 1 wiecej zmiennych losowych. Pojecie ciggu niezaleznych zmiennych losowych. Niezalezno$é ciagu
zdarzen. Umiejetnosé liczenia wartosci oczekiwanej zmiennej losowe dla przypadku ciagtego i dyskretnego.
Wzér na wariancje sumy (przypadek zmiennych zaleznych i niezaleznych). Warianty twierdzenia Czeby-
szewa. Wykorzystanie centralnego twierdzenia granicznego do zadan praktycznych. Zadania na aprok-
symacje rozktadu dwumianowego i innych rozkladem Poissona. Zastosowanie transformat do obliczania
rozktadéw sum niezaleznych zmiennych losowych i twierdzen granicznych. Wykorzystanie twierdzen gra-
nicznych (centralnego twierdzenia granicznego i twierdzenia Poissona) do zadan aplikacyjnych.

Przyktadowe zadania

1. Niech (X,Y") bedzie wektorem losowym z wektorem $redniej (2, 1) i macierza kowariancji

(1)

oraz 4 = X 4+ 2Y. Ciag Z1,Zs,...,Z100 jest ciagiem niezaleznych zmiennych losowych o jednakowym
rozkltadzie jak Z. Oszacowaé

P(Zy + ...+ Zigo € (400 — 10v/10,400 + 10v/10)).

2. a) Wykonujemy co sekunde doswiadczenie Bernoulliego az do chwili otrzymania pierwszego sukcesu.
Niech X oznacza liczbe wykonanych doswiadczen, Y mierzony w sekundach czas oczekiwania na pierwszy
sukces. Prawdopodobienstwo sukcesu wynosi p. Wyznaczy¢ rozktady zmiennych losowych X i Y.

b) Przypus$émy, ze zamiast doswiadczen wykonywanych co sekunde, sa one dokonywane co 1/n sekundy.
Niech prawdopodobienstwo sukcesu wynosi A/n. Przez Y, oznaczamy czas oczekiwania na pierwszy sukces
mierzony w sekundach. Wyznaczyé ogon dystrybuanty Y, oraz zbadaé jego zachowanie gdy n — oo.

3. Wektor (X,Y) ma gestosé

Flz,y) = Czxy, z,y > 0, 22 +9% < 1,
Y= 0, W przeciwnym razie.

Wyznaczyé: a) stala C, b) P(X =Y), ¢) P(X >Y), d) dystrybuante X.

4. Na poczcie pojawia sie 400 klientéw dziennie, kazdy z nich dokonuje wplaty /wyplaty X;, gdzie X; sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym rozktadzie, zerowej $redniej, i wariancji réwnej 100. Ile
gotowki nalezy mie¢ w kasie rano, by z prawdopodobienstwem 0,99 na koniec dnia nie zabrakto gotowki.



Zaktadamy, ze w ciggu dnia naczelnik poczty uzupelnia ze swojej kieszeni, ale wieczorem odzyskuje, jesli
na koniec dnia jest wynik dodatni.

5. Wykonanie pewnej pracy zajmuje czas losowy z Srednig 5 i wariancja 4. Zaklada sie, ze czasy pracy
kolejnych prac sa niezalezne o jednakowym rozktadzie. Oszacowaé¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej
50 prac zostanie wykonanych w przeciagu 240 godzin.

6. Niech dla kazdego n zmienne losowe &, ;,7 = 1,...,n s niezalezne o jednakowym rozkladzie jedno-
stajnym na [—n,n]. Zdefiniujmy indykatorowe zmienne trafien w odcinek (a,b) C [—n,n|, gdzie a < b

In; =1(&5 € (a,b)), ji=1,...,n

oraz liczbe trafien
n

Sp=>_ I

j=1

Oblicz $rednia i wariancje Sy,.

Udowodnié¢ z powolaniem sie na twierdzenia, ze S,, zbiega do rozkladu Poissona z parametrem . Ile
wynosi A7



