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Zakres egzaminu magisterskiego dla specjalnosci

Matematyka teoretyczna
(obowiazuje studentéw studiujacych wg programu z 1 X 2019 badz p6zniejszego)

W trakcie egzaminu oprécz dwéch zadan z Analizy i Algebry (punkty 1.1 2. zakresu), student spe-
cjalnosci teoretycznej otrzymuje réwniez dwa zadania z dwdch zakreséw (punkty 3-9 ponizej), uprzednio
wybranych w trakcie zapiséw na egzamin.

1 Analiza

Wymagane pojecia:

e metryka, norma, iloczyn skalarny

e kule, zbiory otwarte, domknigte, geste, operacje wnetrza i domkniecia

e ciagi zbiezne, ciaggi Cauchy’ego, zbiezno$¢ punktowa ciggéow funkcyjncyh
e przestrzenie zwarte, oSrodkowe, zupetne

e cigglos¢ funkcji, homeomorfizm

e sigma-ciala i miary

e miara Lebesgue’a

e calka Lebesgue’a

Przykladowe zadania

1. Rozwazmy przestrzen miarowa (R, Bor(R), \), gdzie A jest miara Lebesgue’a.

e Niech f: R — R bedzie dana wzorem f(z) = 22 — 2. Niech A = [0,2] U Q. Oblicz

/Af dx.

e Podaj przyktad funkcji, ktéra nie jest catkowalna w sensie Riemanna, ale jest borelowska (borelow-
sko$¢ tej funkcji nalezy wykazad).

e Pokaz, ze jezeli f = g prawie wszedzie, to

/fd)\:/gd)\,

o ile te calki istnieja. Pokaz, ze niekoniecznie zachodzi odwrotna implikacja.



2. Na zbiorze ciaggéw zerojedynkowych {0, 1} okreslamy metryke wzorem
0 jeSliz=y
dlz,y)=9, . . . .
or jedliw #yin=min{k: z(k) # y(k)}
1. Pokaz, ze zbiér tych ciagow, ktére przyjmuja jedynke doktadnie raz nie jest domkniety.
2. Pokaz, ze zbior tych ciagéw, ktore przyjmuja jedynke doktadnie raz nie jest otwarty.

3. Pokaz, ze przestrzen {0,1}" jest zwarta.

3. Niech (X, d) bedzie przestrzenia metryczna. Powiemy, ze x € X jest punktem izolowanym, jezeli {x}
jest zbiorem otwartym.

e Podaj przyklad nieskonczonej przestrzeni, w ktérej wszystki punkty sa izolowane (lub pokaz, ze
taka nie istnieje).

e Podaj przykltad nieskonczonej przestrzeni, ktora ma doktadnie dwa punkty izolowane.
e Podaj przykltad nieskoniczonej przestrzeni, ktéra ma dokladnie dwa punkty, ktére nie sa izolowane.

e Pokaz, ze jezeli (X, d) ma dokladnie dwa punkty izolowane, a (Y, d’) jest homeomorficzna z (X, d),
to (Y,d') tez ma dokladnie dwa punkty izolowane.

4. Rozwazmy przestrzen euklidesowa R. O zbiorze A C R powiemy, ze jest typu G, jezeli jest przeliczal-
nym przekrojem zbioréw otwartych.

e Czy kazdy zbidér otwarty na R jest suma przedziatéw otwartych o konicach wymiernych? Odpowiedz
uzasadnij.

e Czy [2,3) jest suma przedzialéw otwartych o koficach wymiernych? OdpowiedZ uzasadnij.
e Pokaz, ze dla kazdego zbioru borelowskiego E' C R istnieje A C R taki, ze

— ECA,
— AMA) = ME),
— A jest typu Gj.



2 Algebra

Wymagane pojecia, fakty:

Algebra liniowa: przestrzenie liniowe, baza i wymiar, odwzorowania liniowe i ich macierze, funkcjona-
ly i formy kwadratowe, formy hermitowskie, twierdzenie Sylvestera, przestrzenie euklidesowe i unitarne,
endomorfizmy samosprzezone/hermitowskie/ortogonalne /unitarne, wartosci i wektory wlasne, diagona-
lizacja, twierdzenie spektralne dla operatora samosprzezonego/hermitowskiego/unitarnego, klasyfikacja
izometrii przestrzeni euklidesowych, twierdzenie Jordana.

Algebra abstrakcyjna: grupy, pierécienie i ciala, grupy permutacji, podgrupy i twierdzenie Lagrange’a,
dzialania grup na zbiorach, twierdzenie o orbicie i stabilizatorze, podgrupy normalne i idealy, grupy i
pierécienie ilorazowe, homomorfizmy, zasadnicze twierdzenie o homomorfizmie grup, centrum, komutant,
twierdzenia Sylowa, struktura grup abelowych skoniczenie generowanych, grupy rozwiazalne, grupa wolna,
pierécienie euklidesowe, PID oraz UFD ze szczegélnym uwzglednieniem pierscienia liczb catkowitych i
pierscieni wielomianéw, ciala proste, charakterystyka ciata.

Przykladowe zadania

1. Przypomnijmy, ze dla grupy G, elementu g € G i podzbioru A C G centralizator g w G to zbidr
Ca(g) :=={h € G : gh = hg}, a centralizator A w G to zbiér Cg(A) :={h € G: (VYa € A)(ah = ha)}.

1. Niech G bedzie dowolng grupa. Podaé definicje centrum grupy G, oznaczanego przez Z(G).
2. Niech H bedzie abelowa podgrupa grupy G. Dowiesé, ze Z(Cq(H)) = Ca(Ca(H)).

3. Niech H bedzie abelowa podgrupa skonczonego indeksu grupy G. Dowiesé, ze istnieje abelowa pod-
grupa K grupy G zawierajaca H, ktéra jest przekrojem skonczenie wielu centralizatoréw elementéw

grupy G.

2. Podaé przyktady czterech parami nieizomorficznych grup rzedu 8 wraz z uzasadnieniem ich nieizomor-
ficznoéci.

3.

1. Co to znaczy, ze pierécien R jest dziedzing (podaé definicje)?

2. Niech R bedzie dziedzinga i P = ap + a1 X + ... + ap, X" € R[X]. Udowodni¢, ze P € R[X]* (tzn.
jest odwracalny) wtedy i tylko wtedy, gdy a1 = ... =a, =01 ap € R*.

3. Poda¢ przyktad pierscienia z jednoécia R oraz a € R\ {0}, takiego ze 1 + aX € R[X]*.

4. Znale7¢ baze ortonormalna w przestrzeni Py[—1, 1] wielomianéw rzeczywistych stopnia < 2 na prze-
dziale [—1, 1], z iloczynem skalarnym

(f1. f2) = /_11 f1(z) fo(x)da.

Poda¢ przyktad unitarnego automorfizmu tej przestrzeni réznego od identycznosci.

5. Udowodnié¢ lub obali¢ nastepujace stwierdzenia:

1. macierz 3 x 3 o wszystkich wyrazach dodatnich jest dodatnio okreslona;
2. suma macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslona;

3. iloczyn macierzy dodatnio okreslonych jest dodatnio okreslony.



3 Rownania rozniczkowe

Wymagane pojecia, fakty:

Tw. Banacha o kontrakcji i jego zastosowanie do réwnan rézniczkowych. Klasyczny rachunek waria-
cyjny i réwnanie Eulera-Lagrange’a. Zagadnienie izoperymetryczne. Przestrzenie Sobolewa. Stabe rozwia-
zania liniowych réwnan eliptycznych. Wartosdci wtasne i funkcje wtasne laplasjanu. Rozwigzania réwnania
ciepta w obszarze ograniczonym.

Przykladowe zadania

1. Niech ug bedzie funkcja ciagla na [0, 1], natomiast K(z,y) bedzie funkcja ciagla i ograniczona na
[0,1] x [0,1]. Dla jakiego A réwnanie

1
u(e) = wo@) + A [ K (z,y)uly) dy
ma dokladnie jedno ciagle rozwiazanie na [0, 1].

2. Znalez¢ infimum funkcjonatu

dla dowolnych funkcji v = u(x) klasy C*.

3. Udowodnié, ze réwnanie —Au +u = f, rozwazane w obszarze ograniczonym, z warunkiem brzegowym
Dirichleta, ma dokladnie jedno stabe rozwiazanie dla dowolnej funkeji f = f(x) catlkowalnej z kwadratem.

4. Pokazaé, ze funkcja u = u(z) - bedaca rozwigzaniem réwnania —Au + u = f z warunkiem brzegowym
Dirichleta, rozwazanym w obszarze ograniczonym, jest nieujemne prawie wszedzie, jezeli nieujemna jest

funkcja f = f(x).



4  Teoria prawdopodobienstwa

Wymagane pojecia, fakty:

1. Funkcje charakterystyczne. R6zne wersje Centralnego Twierdzenia Granicznego (np. Twierdzenie
Lindenberga-Fellera).

2. Warunkowa warto$¢ oczekiwana.

3. Martyngaly z czasem dyskretnym. Czasy zatrzymania i twierdzenie Doob’a. Twierdzenia o zbiez-
nosci prawie wszedzie martyngatu.

4. Ruch Browna. Konstrukcja. Podstawowe wlasnosci. Martyngaly z czasem ciagtym

5. Proces Poissona.

Przykltadowe zadania

1. Dany jest ciag niezaleznych zmiennych losowych X, ..., X,, o takim samym rozktadzie. Oblicz

E[X1]| X1 +--- 4+ Xy

2. Niech {X,} bedzie prostym spacerem losowym na Z, tzn. X, = Y1 + ... + Y, gdzie {Y,}n>1 sa
niezaleznymi zmiennymi losowymi takimi, ze P[Y,, = —1] = P[Y,, = 1] = 1/2. Niech 7' = min{n : X,, =
—j lub X,, = k} dla ustalonych k, ;7 > 0.

e Pokaz, ze M, = X2 — n jest martyngalem.

e Wykorzystujac twierdzenie Dooba uzasadnij E[T] = jk.

3. W pojemniku znajduje si¢ pewna liczba czastek, z ktérych kazda w chwili n z réwnym prawopodo-
bienstwem albo dzieli si¢ na dwie, albo ginie. W chwili 0 liczba czastek wynosi 1. Pokaz, ze z praw-
dopodobienistwem 1 po pewnym czasie wszystkie czastki zgina, tzn. w pojemniku nie bedzie ani jednej
czastki.



5 Analiza funkcjonalna

Wymagane pojecia, fakty:

1. Przestrzenie unormowane, Banacha, Hilberta. Podstawowe przyklady: ¢¢, LP(X),C(X),B(X,Y),
itp.
2. Operatory: liniowe, ograniczone, odwracalne, sprzezone. Funkcjonaty.

3. Spektrum operatora ograniczonego, rezolwenta, promien spektralny, operatory normalne i samo-
sprzezone w przestrzeni Hilberta.

4. Staba zbiezno$¢ ciagéow w przestrzeni Banacha. x-staba zbieznosé funkcjonatéw.
5. Zbieznosé operatoréw: w normie operatorowej, mocna zbieznosé, staba zbieznosé.
6. Operatory: dodatnie, zwarte, Hilberta-Schmidta, unitarne.

7. Twierdzenia: Hahna-Banacha, Banacha-Steinhausa, o odwzorowaniu otwartym, o odwzorowaniu
odwrotnym, o wykresie domknietym, Riesza o postaci funkcjonaléw na C'(X), Stone’a-Weierstrassa,
Arzeli-Ascolego, itp.

Przykladowe zadania

1. a) Sformuluj twierdzenia: o odwzorowaniu otwartym, o odwzorowaniu odwrotnym, o wykresie do-
mknietym.

b) X jest przestrzeniag Banacha wzgledem dwu norm: || - ||1, || - ||2, przy czym || - |1 < ¢/ - ||2 dla pewnej
stalej c. Pokazaé, ze || - |2 < d|| - ||1 dla pewnej stalej d.

2. Niech p bedzie miara na R z gestoscia e dx oraz 1 < p < oo. Na przestrzeni LP(R, ) dany jest
funkcjonat:

o) = [t da,

a) Udowodnij, ze ¢ jest funkcjonalem ograniczonym i wyznacz jego norme.
b) Czy istnieje funkcja f(x) dla ktorej funkcjonal osiaga swoja norme? Jedli tak, to wyznacz wszystkie
funkcje, dla ktérych to zachodzi.

3. Rozwazny operator L, ktéry funkcji f : R — R przyporzadkowuje funkcje Lf(x) = = - f(z). Niech
L'={f:R—R : [g|f(z)dr <oc}oraz L} ={f € L' : Lf € L'}. Uzasadni¢, ze:

a) Ll jest wladciwa i gesta podprzestrzenia w Lt

b) operator L : L. — L! nie jest ciaglty wzgledem normy L'.

4. Niech (zp,)nen bedzie ciagiem liczb zespolonych. Na przestrzeni £2 = {(an)nen @ 3, |an|* < 0o} dany
jest operator:

T((an)nGN) = (Zn ' an)n€N~
a) Dla jakich ciagéw (zy)nen operator T' jest ograniczony? Ile wynosi jego norma?
b) Zal6ézmy, ze ciag z, zbiega do zp i 2z, # 29 dla n > 1. Wyznaczy¢: spektrum, spektrum punktowe i
zbiér rezolwenty dla operatora T na £2.
c) Wskaz ciag z, dla ktérego spektrum operatora T' jest odcinek [0, 1] (jako podzbiér C).

5. Niech: .,
7f() = [ fw)du



1]) oraz wyznaczy¢ jego norme.

) )
[0, 1]).

a) Udowodnié, ze T jest operatorem ograniczonym z C([0,1]) do C([0
b) Udowodnié, ze T jest operatorem ograniczonym z L([0,1]) do L?(
c) Czy T jest operatorem zwartym z C([0,1]) do C([0,1])?



6 Topologia algebraiczna

Wymagane pojecia, fakty:

. Homotopia i homotopijna réwnowaznosc.

. Grupa podstawowa i homomorfizm indukowany.

. Grupa podstawowa okregu.

. Zastosowania: zasadnicze twierdzenie algebry, twierdzenie Brouwera o punkcie stalym dla 2-dysku.
. Twierdzenie van Kampena.

. Teoria nakry¢.

. Homologie symplicjalne.

. Homologie singularne.

. Stopien odwzorowania.

10. Ciag Mayera-Vietorisa.

11. Zwiazki miedzy grupami homologii a grupa podstawowa.

© 00O ULk W N

Przykladowe zadania
1. Pokaz, ze retrakt przestrzeni Sciggalnej jest przestrzenia $ciagalng.
2. Wyznacz grupe podstawows 3-wymiarowego torusa z usunietym jednym punktem, tj. S* xS x S\ {pt}.

3. Niech X, oznacza orientowalna, zamknieta (tj. zwarta i bez brzegu) powierzchnie rodzaju (genusu) g
(tj. z g dziurami). Pokaz, ze grupa podstawowa 71 (24) jest izomorficzna z podgrupa grupy m(X2).

4. Niech S? bedzie dwuwymiarows jednostkowa sfera w R? o érodku w (0,0,0), a I odcinkiem w R? o
koticach (0,0,1) i (0,0, —1), tj. odcinkiem }aczacym bieguny S2. Wyznacz homologie S? U I.



7

Algebra 2

Wymagane pojecia, fakty:

1.

Rozszerzenia cial. Rozszerzenia o pierwiastek wielomianu nierozktadalnego. Ciato rozktadu wielo-
mianu: istnienie, jedynos¢.

. Cialo algebraicznie domkniete: definicja. Kazde cialo zawiera sie w ciele algebraicznie domknietym

(konstrukcja).

. Pierwiastki z jednoéci, pierwiastki pierwotne, Grupa pierwiastkow z jednosci w ciele: kazda jej

skonczona podgrupa jest cykliczna. Wielomiany podziatu kota.

Rozszerzenia [elementy] algebraiczne, przestepne: definicja. Stopien rozszerzenia. Wielomian mini-
malny elementu ciala nad podcialem, wlasnodci.

. Rozszerzenia normalne: definicja, wlasnosci. Rozszerzenia [elementy, wiclomiany| rozdzielcze. Twier-

dzenie Abela o elemencie pierwotnym.

. Grupa Galois rozszerzenia cial. Rozszerzenia Galois: definicja, réwnowazne wtasnosci. Podstawowe

twierdzenie teorii Galois, zwigzek z podgrupami normalnymi. Przyktady.

Rozszerzenia abelowe, cykliczne, rozwiazalne. Rozszerzenia przez pierwiastniki: definicja, charakte-
ryzacja. Zwiazki z rozwiazalnoscig réwnan wielomianowych. Liczby konstruowalne.

. Rozszerzenia przestepne. Operator algebraicznego domkniecia. Wymiar przestepny. Opis dowolnego

rozszerzenia cial: najpierw czysto przestepne, potem algebraiczne.

Przykladowe zadania

1.

Niech K C L bedzie algebraicznym rozszerzeniem cial i a,b € L. Udowodnié, ze jesli degy (a) i
degy (b) sa wzglednie pierwsze, to

(K (a,) : K] = degy (a) deg  (b).

. Udowodnié, ze liczby \@, \/g, \/5, VT , V11 sg liniowo niezalezne nad ciatem liczb wymiernych.

. Zilustrowaé zasadnicze twierdzenie teorii Galois na przyktadach nastepujacych rozszerzen:

a) Q CQ(V2+v3),

(a)

(b) Q € Q(e10),
)
)

(c) Fa2 C Fias,
(d) Q C Q(V2,e3),
gdzie €; jest i-tym pierwotnym pierwiastkiem z 1.

Udowodnié, ze nie mozna skonstruowaé 28-kata foremnego za pomocsg cyrkla i linijki.



8 Logika

Wymagane pojecia, fakty:

1. Klasyczny rachunek logiczny.

Ujecie aksjomatyczne. Dowdd formalny. Twierdzenie o dedukcji. Twierdzenia o istnieniu modelu, o
petnodci i o zwartodci. Teorie i ich modele. Niesprzeczno$é, zupetnoéé teorii. Wnioskowanie syntaktyczne
i semantyczne.

2. Wstepne pojecia i twierdzenia teorii modeli.

Elementarna réwnowaznos¢ i izomorficzno$é struktur. Odwzorowania elementarne. Gry Ehrenfeuchta-
Fraissego. Ciala zbioréw i algebry Boole’a. Zbiory definiowalne. Ultrafiltry. Typy. Modele nasycone.
Twierdzenie o omijaniu typéw. Kategorycznos$é teorii. Twierdzenie Rylla-Nardzewskiego o przeliczal-
nej kategorycznosci. Redukcja kwantyfikatoréow. Skolemizacja i funkcje Skolema. Twierdzenie Ramseya
i zbiory porzadkowo nieodréznialne. Twierdzenie Ehrenfeuchta-Mostowskiego o modelach z duzg grupa
automorfizméw. Hierarchia stabilnosci.

3. Elementy analizy niestandardowej i ultraprodukty.

Modele analizy niestandardowej, ich podstawowe wtasnosci. Twierdzenie Losia o ultraprodukcie. Pod-
stawowe wlasnosci ultraproduktéw.

4. Elementy teorii rekursji (obliczalnosci).

Maszyny Turinga. Funkcje i zbiory rekurencyjne i TM-obliczalne. Teza Churcha. Zbiory rekurencyjnie
przeliczalne. Rozstrzygalno$é i nierozstrzygalnosé teorii. Nierozstrzygalnosé i niezupetlnosé arytmetyki
Peana i teorii mnogoéci ZFC. Twierdzenia Goedla, Churcha, Turinga, Tarskiego.

Przykladowe zadania

1.Dowieé¢ twierdzenia o dedukcji. Pokazaé, ze w tym twierdzeniu zalozenie, ze formuta ¢ jest zdaniem,
jest istotne.

2. Dowiesé, ze struktury M = (Z,<) i N = (Z,<) U (Z,<) sa elementarnie réwnowazne. Tu N oznacza
liniowy porzadek zlozony z dwoch kopii Z, jedna za druga.

3. Udowodni¢, ze teoria DLOy = Th(Q, >) ma redukcje kwantyfikatoréw.

4. Dowiesé, ze teoria skonczonych liniowych porzadkow jest rozstrzygalna.

5. Udowodnié, ze kazda ograniczona niestandardowa liczba rzeczywista ma jedyna czesé standardows.
6. Wyznaczy¢ 5-typy w teorii DLOg i w teorii BAg bezatomowych algebr Boole’a.

7. Podaé aksjomaty teorii niezaleznych predykatéw unarnych P,,n < w. Udowodnié, ze jest ona zupeina
oraz okresli¢, dla ktorych liczb kardynalnych x jest ona k-stabilna.

8. Udowodnié¢ twierdzenie o zwartoéci metoda ultraproduktu.

9. Udowodnié, ze zbior poteg liczby 10 jest definiowalny w strukturze (N, +,-,<,0,1).



9 Deskryptywna teoria mnogosci

Wymagane pojecia, fakty:

. Przestrzenie polskie ze szczegbdlnym naciskiem na przestrzenie zerowymiarowe.

. Zastosowania twierdzenia Baire’a o zbiorach I kategorii.

. Zbiory borelowskie; borelowsko generowane topologie polskie; izomorfizmy borelowskie.

. Schemat Suslina, f.uzina, Cantora.

. Zbiory analityczne i co-analityczne; twierdzenia o separacji i redukcji; réznowartoéciowe funkcje bore-
lowskie.

6. Selekcja co-analityczna i inne twierdzenia selekcyjne.

7. Borelowskie zbiory o sekcjach sigma zwartych.

8. Determinacja gier borelowskich.

U W N =

Przykladowe zadania

1. Czy suma przeliczalnie wielu parami roztacznych domknietych podzbioréw prostej moze daé niepusty
odcinek otwarty?

2. Pokazaé, ze domkniety podzbior przestrzeni liczb niewymiernych jest retraktem.

3. Udowodnij, ze jesli przestrzen polska lezy gesto i co-gesto w innnej przestrzeni polskiej, to jest home-
morficzna z przestrzenig liczb niewymiernych.

4. Czy uzyskamy wszystkie podzbiory borelowskie przestrzeni metrycznej wychodzac od zbioréw do-
mknietych i iterujac operacje przeliczalnego przekroju i przeliczalnej rozlacznej sumy? A wychodzac od
zbioréw otwartych?

5. Pokazac, ze kazdy zbidr analityczny jest roznowarto$ciowym ciaglym obrazem zbioru co-analitycznego.

6. Bez twierdzenia o co-analitycznej uniformizacji, zbudowaé co-analityczna selekcje dla zadanego zbioru
borelowskiego.



