EGZAMIN LICENCJACKI (zadania otwarte)
10 wrzesnia 2026 r.

Zadanie ]_ e Udowodnij, ze dla kazdej liczby rzeczywiste] nieujemnej x zachodzi

nierOwnosé 3
4 X
Vi< g2,

Zadanie 2 e Wyznacz najmniejsza i najwicksza wartos¢ funkcji
f(z,y) =6x+4y+ |2z — 3y

na okregu
{(wy): 2 +y*=1}.

Wyznacz wszystkie punkty, w ktorych wartosci najmniejsza i najwicksza sa osiggane.

Zadanie 3. Rozwiaz zagadnienie poczatkowe
2"(t)=(t+2)-¢, x(0)=0, 2(0)=1.

Zadanie 4:. a) (10 punktéw) Dane jest takie przeksztatcenie liniowe F': R® — R®,
ze F? =0. Udowodnij, ze wéwczas Ker (F) ma wymiar co najmniej 3.

b) (10 punktéw) Podaj (wraz z uzasadnieniem poprawnosci) przyktad takiego prze-
ksztalcenia liniowego F': R®> — R®, ze Ker(F) ma wymiar 2 oraz F° =0.

Oznaczenia:
Przez 0:R®> — R® oznaczamy przeksztalcenie zerowe.
Przez Ker(F') oznaczamy jadro przeksztatcenia F.

Zadanie 5 e Dana jest 21-elementowa grupa G oraz jej elementy a, b takie, ze:
G={a"t":n=01.2k=0,1,2,3456}

oraz

ord(a) =3, ord(b)=7 i ba = ab® .

a) (2 punkty) Udowodnij, ze grupa G nie jest abelowa.
b) (5 punktéw) Wyznacz takie k € {0,1,2} oraz n€{0,1,2,3,4,5,6}, ze w grupie G
zachodzi réwnosc¢ .
(a2b5> =a"bm.

¢) (6 punktéw) Rozstrzygnij, czy podgrupa Hs = {e, a, a’} jest podgrupa normalna
grupy G.

d) (7 punktéw) Rozstrzygnij, czy podgrupa H; = {e, b, b*, b%, b*, b°, b°} jest podgrupa
normalng grupy G.

Oznaczenia:
Przez ord(g) oznaczamy rzad elementu g w grupie G.

Przypomnienie: Podgrupa H grupy G jest normalna, jezeli dla kazdego g € G zachodzi
rownos¢ warstw lewo- i prawostronnej: gH = Hg. Podgrupa normalna nazywana jest tez
dzielnikiem normalnym.



Zadanie 6 e W urnie znajduje si¢ 2n kul, z ktérych jedna jest biata, a pozostate 2n—1
to kule czarne. Losujemy z urny n-krotnie po jednej kuli, przy czym po kazdym losowaniu
wylosowana kula wraca z powrotem do urny (losowanie ze zwracaniem). Niech P, bedzie
prawdopodobienstwem, ze doktadnie jeden raz wylosowano kule biata. Oblicz

lim P, .
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