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1, TBltłryxł I §TRUKTURA RoZPRAWY

Recenzowana lozprawa doktorska dotyczy wielowymiarowych a{inicznyclr stochastycz,
rrych równań rekrrrertcyjnl,ch postaci

X,+l : A, -|X,, + B,. |. (1)

gdzie A,, są nacierzanłi losow5,mi wymiarów d x d, zaś B,, wektorami ]osowvmi o walto-
ściach w ]R'l oraz elementy losowe (,4", B.), rL e N, są niezależrre i mają wspólny lozkład,

Badanie tego typu równań iest ważnym obszarem rachunku prav,dopodobieństwa,

znaj duj ącyrn zastosolvanie m. irr. w alralizie szeregów czasowvch, matenratyce firransowcj J

informatyce teoretycznej. systernatyczrre badarria dotyq2ą.. rozł,liązań stacjonarnych za-

iuicjowarre zostały w latąch siedemdziesiątych dwrrdziestego wieku słynną pracą Kestena,

w której podane zostały warunki dostateczne na iclr istnienie oraz zbadane zostało za-

chowarrie w nieskończoności dystrvbuant ich rozkładów brzegotych. łv koleinych latach
równania typLr (1) były badarre przez wielu znarryc}r rnatenatl,ków. m. in. przez Goldiego,

Gtrivarc'}ra, \,Iikoscha, Sanorodnitsky'ego. W ostatrrim dziesięcioleciu ternatyka ta jest

ilrtensyrvrie rozwijana na Uniwersytecie Wrocławskim przez glupę prof, E,"vy Damek i
prof. Dariusza Buraczewskiego.

W1,1iki Kestena i większość późniejszych twierdzeń dot. granicznego zachowarria roz-

kładów rozwiązair zakładają pewien rodzaj nieprzl,v,iedlności rozkładórv współczynnikórł,

rórvnarria. W tvnr przvpadku wszystkie jednorł,l-rniarorve rozkłacly brzegowe rozwiązania
stacjonar.nego mają takie sanro zachowanie w nieskończoności. Główna część recenzowanej

Iozprawy dotyczy sytuacji. w których założerrie to nie jest spełnione, a zachowanie rozkła,_

clów brzegowyclr może istotnie zależeć od kierunkrr. Zjat,isko to nrożna zaobserwoł-ać już

w przvpaclku nracierzy diagonalnych, który jerlnak sprowadza się łatwo do analiz), rów-

nair jednovymiarowych. w rozprańe badarre są rówrrania zadane przez ogólne rnacierze
górnotrójĘtne, w którvch występuje wiele ziawisk nieobecnych w klasycznej teor-ii,

Rozprawa składa się z sześciu rczdzialów. Rozdział 1 stanowi ogólne wprowadzenie
w tenratykę, rozdziały 2-,4 dot5,czą wsponnianego povryżej przypadku równi.Lń zadalych
przez macierze górnotrójkątne. w rozdziale 5 przedstawione są wyniki dotyczące redukcji
szerokiej klasy równań do równań, w którvch macierz współczyrrrrików jest blokowo górno-

trójĘtna, zaś w rozdziale 6 wyniki związane z absolutną ciągłością rozkładów tozwiązail
rólł.nań i edrrowymiarowych.



2. Gł,ówNg WvNIKI RozpRAl^/y

Poniżej przedstarviam pokrótce główne wyniki recenzowarrei lozplawy. Z uwagi na ich
technlczny charakter i mnogość założeń., nie podaję precyz,vjnych sformułowań, a jedynie

opisuię ich najwaźlriejsze aspekty,.

2.1. ZACHoWANIE DYSTRYBUANTY R.oZKŁADóW BRZEGoWYoH RoZWIĄZAŃ sToCHA-
STYCZNYCH ąÓWNłŃ REKURENCYJNYCH ZADANYCH PRZEZ I\4ACIERZE TRÓJKĄTNE

Zagadnierrie rówrrań zadany ch przez macierze tróikątne przedstawione jest r,v rozdzia-
łach 2-4. Rozdzia,ł 2 stanowi wprowadzenie w tematykę, zasadnicza część zawarta jest w
dalszej części pracy,. Rozdział 3 oparty iest o preprint Doktoranta i NlI. Nlatsui, rozdział 4
o sarrrodzielny preprirrt Doktorarrta.

Oznacznry przez (A, B) element 1osow1, o takim samym rozkładzie jak para (A,,, B"),
Głównym obiektem baclair w omawianej części pracy jest stacjonarne rozrviązanie rólł,
nania (1) w sytuacji, gdy macierz A jest górnotrojkątna oraz współczynniki zarówno
rrracierzy A, jak i wektora B są nieujemne. Zgodnie ze znanymi wynikami rlot, stoclra-
styczrrych rówrrań rekurencyjnyclr rozkład stacjonarrry zadany jest przez rozkiad wektora
14l : (W1,... ,Wi, niezależnego od pary (,4, B), spełniającego r,ównarrie

W ! A|Ą,+ B,

edzie ! oż,nacza równość rozkłaclów.
W rozdzit1,le 3, przy odpowiednich (złożonych, ale naturahrych) załclżeniach dotyczą-

cych macierzy A i vrektora B, Doktorant dowodzi istnienia dodatnich stałych ó;, C;,

i : l, . . ., d, takiclr że

"Ę"^"rlł7-, 
> I): Ct.

Kluczowym założeniem w te-j części pracy jest

a;la1 dlailj,

gdzie liczby ai zadane rółrrością EAfl' : 1.

Stałe rl, wvrażolte są poprzez rr; jan,nym wzorem. uwzględniając5m zależności mię

<lzy poszczególtiymi współrzędnl,ni rozwiązania, wymuszone plzez strukturę macierz,y A
(rozmieszczenie niezerowych elementów). Doktorarrt wprowadza odpowiednią relację czg
ściowego porządku < opisującą te zależności, co pozwala zapisać współczynnik d; jako

o1 -nrin{o;:ż<j}. (5)

Należy podkreślić, że choć sama idea ł,prot,adzenia porządku ! oraz posłyższy wzór
na współczynniki ó; nie są zaskakuj ące. podobnie jak oparcie dot,odu istnienia stałych C1 o

odpowicdnią indrrkcję. szczegól1, techlticzne są bardzo złoźone i opierają się tta wl,soce nie,

trywialnych argumentach, ł1czących probabilistykę, arralizę i kombinatorykę, Kluczowvm
elementem dowodu jest odpowiednia reprezerrtacja rozrviązania stacjonarnego (oparta na
jego iedvności), wyrażona w postaci sunry nieskoilczonei, która zostaje rra,stępnie rozbita
na ki]ka składników, zależących od pomocniczych parametrów. Osźacowania poszczegól-
nych składników są trudne teclrnicznle, a globalna struktura dovu,odu dość skomplikowana.

(2)

(3)

(,1)



Rozdział 4 rozprawy zawiera wynik blisko związany z (3),, ptzy zastąpieniu założę:lta

(4) słabszym warunkierrr
P(A;,_ Ai)<tdlażl j. (6)

kosztem nieznacznego wzrnocnienia warunkórv doĘczących całkoił,alności N,,spółczyn_

nikórv rnacierz1, ,4, Doktorant dowodzi istnienia stałych {(li) oraz Li, Ml > 0, takich że dla

t> t;''' 
Ilć-", ś p(l!,; > ź) <,ł{ić-",(1ogć)€(ł, (7)

g<izie Ó; są porrowrrie zadarre wzorem (5).

wyrrik ten nie ma tak clefinitl.łvnej formy jak (3) z uwagi na różnicę w graniczrrym

zachowanirr oszacowań górnych i dolnych. Doktorant wyjaśnia, że przy pewnyclr dodatko-

wyc}r założeniaclr, słabszych niż warurrek (4), dowód przedstawiorry w rozdziale 3 pozwala

wi:iąż uzyskać istrrienie granicy (3). Stawia również hipotezę, że w ogólnej sytuacji wła_

ściwą asymptotyĘ jest ź-do (1og ź)€(')-1.

Dowód ponownie oparty jest na indukcji, z uwzględnieniem rozbicia rvprowadzorrego

w rozclziale 3 i wykorzystanienr części udowodrriorrych tam 1enratów, dodatkowyrn ele_

nlenlem są jeclnak hardzo zlożone arglltnent,V kombinaloryczne. związane z szacowanietn

wiełokrotnyclr sum. Również struktura rozumowań indukcyjnych staje się dużo bardziei

skomplikowana, bazując na zagnieżdżon_vch, piętrowych korrstrukcjach. Ioim zdalriem

pokazują one dużą sprawność techniczną Doktoranta,

2.2. REDUKCJA OGÓLNYCH STOCHASTYCZNYCH RÓWNAŃ REKURENCYJNYCH DO RÓW_

NAŃ Z MACIERZĄ BLoKowo GÓRNoTRÓJKĄTNĄ

Głównyn wynikiem rozdziału 5 jest abstrakcyjne twierdzenie dotyczące reprezentacji

rozwiązań ogólnvclr równań tvp, (1) poprzez rozwiązania róvznań. w_których macierze ,Ą".

są blokowo gornotrójĘtne z blokami spełniającymi tzw. zerovry warunek kestena (defini_

cia 5.1.2 rr'rozprawie). NIotywacj ą dla głównego twierdzenia jest potencjalna możliwość

,|or"r,urr.n\a anallzy rozdziałów 3 i 4 na rnacierze blokoq,o trójĘtne_ Dłrrgofalowy plan

badati polegałby na odpowiedniej noclyfikacji porządku 1] oraz wykorzystaniu specjal-

,ry"h *iu.rroś"i diagonalnych bloków ł,raz z odpov,iednią indukcją. Strategia ta jest nToim

"ja.ri"* 
obiecująca, a choć jej realizacja może być niezwykle trudna technicznie, sama

idea bardzo dobrze świadczy o dojrzałości naukow-ej i horyzontach Doktorarrta, pokazując

że potrafi orr osadzić uzyskane wyniki w szerszym kontekście dziedziny i zaproporrow:rć

odpowiedni pToglam badawczy.
Niestety, głórvne wynik rozdzialt, podobnie jak dowód, zawierają pewne rrieścisłości.

Zapewne-yniku;ą""zfaktl,żewprzeciwieństwieclorozdziałów2,3i6'tenopartyjest
rra rriepublikowanynr wcześniej rnateria,le. W szczególności w głównym twierdzeniu 5,2,1.

brakuie założenia dot. struktury niezerowyclr współczynników macierzy A, bez którego

clość łatwo skonstruować korrtrprzykład. Aby twierclzenie pozostało prawdziwe, a dowócl

poplawny, należy np. założyć, że prawdopodobieństwo, że wszystkie nietrl.wialne wspóŁ

czlrnniki macierzy są niezerowe, jest dodatnie. przy takitn założeniu dowód podany w

ro)p.łrwie rzeczvwiście prowarlzi do tezy twierdzenia. praglę dodać. że sugestię wpl,owa_

dzenia tego założenia otrzymałem or1 Doktoranta, z któryrn skontaktowałem się w sprarvie

wyjaśnienia wątpliwości związanycll z dowodem. korespondencja z Doktorantenr i jego

w}jaśnienia skłaniają mnie krr opinii, że brak jawnego sformułowania tego założenia jest

wynikierrr błędu edytorskiego.



w tv,,ierclzeniu występują także dodatkowe drobne nieścisłości, które zakwalifikował-
bynr raczej iako literówki niż błędy rtlerytoryczne. Dotvczą one relacjl między współczyn-
nikanli wektorów X i X' oraz macierzy ,4 i ,4/ (rv jednynr z równań permutacia ( polł,inna

zostać zastąpiona pIzez ( 1) oraz ,wzoru na nracierz B', który jest istotnie irrrry niż otrzy-
many w dowodzie (niemniej ostateczny wzór również ma jawną formę i zgodnic z uwagą

umieszczoną po sforrnułowaniu twierdzenia pozwala rra wyznaczenie trójkl {A' , B ., {) z
pary (,4, B)).

Należy podkreślić, że rvskazane mankanrenty są <1ość łatrł,e do poprawienia, a główne

twierdzerrie, po dodaniu brakującego założenia, nadal jest interesujące i wvstarczająco
ogólne, by uzasadrrić przedstawiony powyżej plarr badawczy.

2.3. AssoLuT NA cIĄGŁość RozwlĄzAŃ

Rozdział 6, oparty na samodzielnej pracy Doktoranta, opublikovranej w Colloquirrnr
Nlathematicurn, zawiera szereg wyników- dotyczących absolutnej ciągłości rozkładrr roz-
wiązania równarria (2) w przypadkrr jednowymiarowym. Przedstawionych jest kilka wa-

runków ua parę (A,B) gwaralrtuj ącyc}r absolutną ciągłość rozwiązania, rn.in. warunek do-

tyczący istnienia gęstości (,4, B) rra odpowiedniej rodzinie krzywych bądź odpowiedniej
całkowalności warrrnkowej transformaty Fouliera na zbiorze dodatniej mimy. Zaprezento-
wane wyniki opalte są na ogóln_vm twierdzenitr, pochodzącl,m od Alsmeyera, Iksanova i
Róslera, gwarantującyrn, że rozkład X jest bezatomowy i albo singularny albo abso]utnie
ciągły rvzględem nliary Lebesgue'a. Twierdzenie to pozt,ala sprowadzić dowód absolutrrej

ciąglości do znajdowania oripowiednich nietryw-ialnych mirrorant dla rozkładrr. Dzięki tej

wła*sności dowody głównych wyników są dość z.vięzłe i bezpośrednie, co nie oznacza że są
trywialne. Uzyskane twierdzenia są interesujące, szkoda natorrliast. że nie zostały one zi-
lustrowane konkretnymi przykładami równań vystępujących w zastosowaniach. W mojej
ocenie zwiększyłoby to atrakcl,jność tego rozdziałl. Rozumiern jednak, że brak ten mógł
zostać pierwotlrie spowodowany ograniczeniami na długość artykrrłu narzuconymi przez

czasopisrno.
Oprócz twierdzeń dotyczących absolutrrej ciągłości w rozdziale 6 podany został waru-

nek dostateczny na geometryczną ergodyczność łańcucha N,larkowa zadanego ptzez rów-

nanie (1), który nroże zostać rrzyskany przy pomocy podobnych rnetod rninoryzacyjnych.
Uważan ten wynik za ciekawy i wartościowy. Umożliwia on użycie do analizy równania
(1) ł,ielu mocnych rezrrltatów uzyskanych w teorii łańcuchów N{arkowa, np. twierdzeń
typu Berry'ego,Esseelra, zasady wielkiclr odĄ4eń czv nierówności wykładniczych. Pew-
rrym nankanentem tej części pracy jest jednak brak precyzyjnych definicji używanych
pojęó. co jest dość istotne z rtwagi na to, że niektóre z nic}r (np, geonetryczna ergodvcz-
ność) funkcjonują w literaturze w kilku nieznacznie różrriących się wersjach. Ponieważ
główne konkluzje dowodórv oparte są na odnośnikach do 1iteratury, aby upewnić się co
dokładnie zostało udorł.odnione, czytelnik zmuszonv jest sięgrrąć do irrnyclr publikacji.

3. OcBNł RANGI UzysKANycH WyNIKów

plzedstawione w rozprawie w},niki oceniam wysclko. szczególnie istotne ze względrr
na poterrcjalne zastosowania, rozwój abstrakcyjnej teorii i trrrdności dowodowe są we<lług

mnie twierdzenia przedstał-iorre lł, rozdziałacłr 3 i 4, \{oim zdaniern złożoność przedsta-



srionych Iozullowań sprawia) że rozdziały te mogłyby stanorł,ić sanrodzielną lozpTawę

doktorsĘ.
Tu.ierdzenia dotyczące redukcji ogólnych równań do rówrrań zadanych ptzez macierze

blokowo górnotrójkątne również uważarrr za interesujące. Choć ich ptzyszła doniosłość i
potencjalne zastosowania zależą od powodzenia tlaszkicowarrego w placy dalszego planrr

llarlawczego, jak wspomniałenr wvżej, salno zaproponowanie takiego planu dobrze świa,d_

czy o matematycznym poziomie Doktoranta.
Z kolei wyniki przeclstawione w rozdziale 6, choć zdecydowanie prostsze technicznie or1

pozostałej części pracy, stanowią obiecujący krok vr kierurrku rvypracowania ogólnej tet;rii

absolrrtnej ciągłości rozwiązań równń stochastycznych, co wydaje się ważnym kierunkierrr

badań.
Poruszone w rozprawie zagadnienia dotyczą w większości nowych obszarów teorii rów-

nań stochastycznych, co nie pozwala na proste zastosowanie istniejących rłyników. przed-

stawione dowody, choć oczywiście bazują na twierdzeniach znanych z literatury, wymagały
wprowaclzenia nowy,ch idei i pojęó, co ma znaczący wpłyv, rra moją jednozrracznie pozy-

tywną ocenę całości rozprawy.

4. OCPNł SPOSOBU PREZENTAC.II WYNIKÓW I KOMPLETNOŚC] DOWODÓW

Struktura placyl w tvm podział na rozdziały, jest czytelrra i naturalna. Poszczególne

części odpowiadają różnynr preprintom 1ub niepublikowauym rvynikom, fragmenty dot1,

czące zbliżorrej tematyki poprzedzone są wspólnym wpron,adzeniem.
Za wadę uważanr przypisanie rozdziałom otidzielnych bibliografii. Na skutek tego roz-

wiązania te sane pozycje bibliograficzne występują w różnych częściach pracy pod zmie-

nionymi nuneranli. Dodatkowo, w rozdziale 4, gdy przy,wołylv,aJre są fakty z rozdziału 3,

Doktorant powołuje się na numerację z odpowiadającego mu preprintrr, co utrudnia 1ek-

turę. Z kolei np, niedawna książka Buraczewskiego, Damek i Nlikoscha w pierwszej części
pracy przywołyrvana jest z podaniem pełnych danych bibliograficznych, podczas gdy w
ostatnim rozdziale figuruje jako praca w przygotorvaniu. NIa to oczl.v,iście z,łiązek ze sta-

tusem tej książki w czasie publikacji preprintu, niemrriej wspólna bibliografia pozwoliłaby
ujednolicić prezentację.

Rozprawa zawieta znaczną liczbę literórvek, przykładowo ,,assymptotic" w tltule roz-

działl2, rriepotrzebrre ,,that" (str.3, l. 11), ,,exponet" (str.8, 1. 24), ,,Lyapuorrv" (str. 9. l.

12), .,ncltiorr" zamiast ,,rrotatitin" (str. 16, 1. przedostatnia), ,,dacay" (str. 17, 1. 13), ,,anri"
zamiast ,,en<l" (str,43, 1.3). niepotrzebne ,,and" (str. 45, l. 24), ,,estrrrated" (str.52, 1.

14), podwójne ,peither" (str. 58, l. 7). O ile tego typu usterki rrie utrudniają nadmier,
nie lektury, pojawiają się także literówki związane z matematycznymi a,spektami prac1,,

na jważniejsze wynrieniam poniżej wraz z itrrryrni urł,agami nrerytorycznymi.
Jeśli chodzi o język pracy, nie będąc specjalistą w zakresie języka angielskiego. mogę

jedynie stwierd zić, że w większości rozprawy nie odbiega orr od standardów, typowych dla
publikacji natematycznych, Tym rriemniej w kilku miejscach występują sformułov,ania,
które wydają się zawierać błędy językowe, być zT;yt dosłownynr tłumaczerriem z języka

polskiego lub nrieć nieco zbl.t kotokwialny wydźwięk. ponieważ część rozdziałów bazuje na
prepublikacj ach, pozwolę sobie wymienió kiika tego typlr fragmentów, być może pozwoli
to Autorom poprawić stylistykę w ostatecznych wersj erch artykrrłów:



- str, 4, ]. 29 Zdanie ,§his is wlrat we do in the rrext two chapters" nie ma bezpo,
średniego odniesienia do poprzedzającego go tekstu.

- str. 5, l. 11 Zdanie ,,So what we may expect in the gerreral ca.se" wydaje się
niekonrpletne.

str. 23, 1. 3 Zdanie ,,In tirese steps the behaviors of coelficients for all Ę are

irlevitabie" jest niezrozumiałe, być może brakrrje w ninr zwrotu ,.analysis of".

Pewne zastrzeżenia mam również do struktury dowodów, zwłaszcza w tozdziałach 3 i 4.

Doktorant dość często przywołuje warunek (T), stanowiący globalne założenie tych części
pracy, rrie wyrrrieniając który66 z blisko dziesięciu punktów warunku użFva. Czasami wa-

,-unek (T) rv ogóle nie jest wspomniany wprost. O ile w większości przlpadków czytelnik
noże łatwo sprarvdzić poprawność odporviednich fragmentów, \lT/maga to dodatkowego
rrakładu pracy, który nrógłby zostać zaoszczędzony. Również odnośniki do literatury by-
wają zbyt ogólnikowe, o ile czasami Doktorant podaje nrrmer twierdzenia z cyŁowanej
pracy, clość często ogranicza się jedynie do numeru pracy. nawet gdy cl,tuje obszerną rrro-

nografię (nra to miejsce przykładov,o na str. 9, w lirrii 12 , a str. 37, ł, linii 4 oraz rra

str. 76, w linii 26), Kolejnym problemem są dość częste odwołania do fragmentów dowo-

dów lub faktów nie wyodrębnionych w formie stwierdzeir (bez podania miejsca, w którvm
zostały uclowodnione),

Pewne fragmenty dowodów, zbliżolrc do już przeprowadzonych, zostały ominięte, co

przenosi część trrrdności technicznych na czytelnika. Do pewnego stopnia znajduje to jed-

nak uzasadnienie w zakresie podobieństrva i poziornie skomplikowania notacji. Zamiesz-
czenie wszystkich szczegółów niewątpliwie znacznie wydłużyłoby lozplawę. Należy pod-

kreślić, że złożona natura rozważanych problełnu sprawia, że pewrre skróty i uproszczenia
są nierrniknione. \Ą/ybór sposobu prezentacji bl,wa też związany z konwencj ą obowiązującą
w darrym obszarze matematvki, powvższe za*strzeżenia co do struktury dowodów należv
więc traktować iako subiektywne.

Oprócz wspomnianego już brakującego założenia w rozdziale 5, w pracv pojawia się

kilka drobnych błędów nerytorycznych oraz uproszczeń. N{ają one jednak charakter lcl-

kalny i rnogą być dość łatwo poprawione, rrie wpływają więc na poprawrrość dowodów
głóu.nych wyników. Poniżej wlnnieniam te najważniejsze v,lraz z 1iterówkami o charakterze
matematycznym oraz kilkoma dodatkowymi uwaga.rrri dotyczącymi sposobu prezentacji:

str. 8 Dla pełności wprowadzenia warto przl,toczyć (być może rv poprzedłrirn
rozclziale) definicję rozkładu niearytmetycznego.

str. 9, 1, 13-29 Dowód ujemrrości 11 oparty o pracę [27] jest moim zdaniem przed,

sta$,iol}y nieco zbyt zdav,kowo

str. 9, l. 29, str. 10, l, 13 Słot,o ,,stationarity" użyte w tych miejscaclr jest dość
mylące, dowodzone są tu jedyność i istnienie rozwiązania stacjonarnego, a nie sta-

cjonarność konkretlrego procesu.

- str. 15. dowód lematu 3,3.3. Warto uzasadnić dlaczego C; > 0.

str. 17, ]. 5 Po prawej stronie równości (3.4.3) brakrrje zależności od ż.



str. 17, <lowód lelnatu 3.4.2. W dowodzie wl,stępuje kolizja o znaczeń, tą samą literą

trV znaczone jest roz,wiązanie stacjonarne (3.1.2) i prawa strona (3,4,4), podczas gdy

a priori nie wiadomo, że są one równe (jest to rlopiero cel dowodu). porrarlto brakrrje,

komerrtarza na ternat stacjonarriości prawej strony (3.4,2), która jest istotna dla

skorzystania z jednoznaczności.

str. 19, lemat 3.4.4. Formalnie wzór (a.4.i3) rrie został udowodniony, wykazano

tylko, że EQa(")^, < co, podczas gdy EWf, : oo1 co w ogólności nie implikuje
jesr""" osru"o*ań typu (3_4.13) na dystrybuanty (bez dodatkowych założeń o ich

iegulanrości). Tym niemniej rzeczywiście uzyskane oszacowanie pokazuje, że QB$)
nie wpłl,wa rra graniczne zachowanie łfz.

str.21.1. 27.sfu.22,1. 1 , Przypadki a;o ś 1i a;o > 1 zostały zamienione mieiscanri,

str.21, ostatnia linia Składników w sumie jest n - m+7. a rrie z-rn,

str. 22, l. 2 We wzotze brakuje iloczvnu diagonalnych elerrrentów macierzy ,4,,,

clopiero t kolejnych oszacowaniach nrożna je odcałkować. Liczba składnikót, srrrnv

to ponownie n-mł1.

str. 28, 1. 9 oprócz 1ematu 3.7.1. uż}.wane są tu też t-cześniejsze oszacowania,

które nie został1, przywołane.

str. 28, 1, 11 Nie jest jasne o którą surnę chodzi. niemrliej po prawej stronie (3.4.32)

jest łącznie N + 1 (a nie li - 1) niezero*1,cir składrrikóvu"

str. 31, lemat 3.7.1, Wydaje się. że założenie (3.7.2) nie jest w tynr lemacie po
trzebne, odpowiednie oszacowanie punktowe rł,raz z 1ematem Fatou powirury pozwo-

lić je wyelirrlinować (nie wpływa to oczywiście na poprawność dowodu),

str. 37, l. 1 _ Wzór t}a 8B podany w tylłl nriejscu nie pokrywa się ani z wzorell1 Z

pracy |9], arri z definicją z poprzedniego rozdziału (str. 20, 21), Jest on poprawny,

"r" 
uuu s" udowodnić naJeżv połączyć kilka definicji i własności wprowadzorrych

w różnych częściach rozplawv. z punktu widzenia czytelności pracy zdecydowanie

warto byłobv zamieścić dowócl. Jest on krótki i bezpośredni, gdy wszystkie niezbędne

o<lnośniki są zebrale w jednym niejscu. wedłrrg mnie najlepszym rozwiązaniern

byłoby zamieszczenie krótkiej uwagi z dowoden w rozdziale 3 i pracy [9], gdzie

wielkość Q6 jest ivprowadzana po raz pierwszy,

str. 37, 1.2 Wvstępuje tu pewna niezgodność ir-rdeksów nriędzy clefirricją Q7 a

wzole } (3.4.5), nie wpłyv,a ona jednak na dalszy ciąg dowodu,

_ str.37, 1.27,str.38, l. 16 _ Lewa strona wzonl (4.3.8) lie zależy odn, bez definicji

tego parametru, wzór nie ma więc istotnej treści. Definicja n pojawia się jednak

dopiero pod koniec dowodu, dodatkowo poprzedzorra słowem ,,But", sugerującvtl,

że powinna ona być znana czytelnikowi.

, str. 39, l- 3 Dla najmniejszej nrożliwej łvartości indeksu n §ę wzolze występuje

dzielerrie prżez zeto. ponadto zgodrrie ze wzolent Errlera wykładnik przy potędze n

powinierr wl,T rosić -2.



str, 39, l. 14 Przedział (0, a;] powinien zostać zastąpiony przez (0, c1),

str. 40, 1. ostatnia, str. 41, l. 6 Zanriast Q7 we wzorach występuje Qp.

str. 43, l. 1, 2 Dalszy tekst sugcruje, że założenienl w tej częsci pracv jest ól )
1, potlczas gdy w tytule porlrozdziału manry cri > 1, Te dwie rrierówności nie są
rórvnoważne .

'* str. 44, 1. 15 W jednym z czynników wpisana jest niewłaściwa potęga ói zamiast
d.i - 1.

- str. 4l-,1.26 Notacja u"(s,S) została jednorazbwo skrócona do u"(§).

str. 49, 1. 2, 3 Nie rozumiem dlaczego w tym przypadku także czynniki pozadia-
gonalne sa nrrriejsze niż ó, w pracy brak wyjaśnieir, Na szczęście, nie wpłylł,a to na
popraw,ność całego dowodu, zwiększa tylko odpowiednie stałe.

str. 49 51 Doktorant stosuie w tłrn rnieiscu dowodrr dość mylącą konwencję nota-
cyjną, mianowicie rozbijając wielokrotną sumę na kilka rozłącznych srtm, zależnvch
od struktrrry wielowskaźników, n\e zazrLasza tego w żaden sposób w notacji, {ornral-
nie wszystkie rozważane sumy są tożsame. Poprawna notacja powi na przykłarlowo
zawierać odpowiedni indykator.

str. 50, 1. 23 Zamiast Tn : sl)+l (nie występującego w rozważalrlłn iloczynie),
pov,inno być rn, : sr*2.

str. 53, 1. ostatnia - W rozważanynr przypadku óa' < 1, co nie pozwala na wplowa-
dzenie surnv pod potęgę. Zmienia to pewne wykładrriki w dalszej części oszacowania,
niemniej nie wpływa na ostateczną konkluzję.

stl. 54, l. 2 Potęga d w oszacowaniu nie zgadza się z (,4.3.32), wpływa to jeclnak
jedynie. na wartość stałycłr.

,- str. 55 W zakresie srmowarria wie]okrotnie pojawia się > zamiast tr występującego
w clefinicjach Qa i R-+t.

str. 58, l. 22 (r2 zostało zmienione na ry'1.

str. 58 62 Ten złożony fragment dor,vodu nie jest poprzedzony żadrryrrr wprowadze-
nien, co czyni go dość niezrozuniałyrn. Przykładowo nie jest a priori jasrre dlaczego
zakłada się, że ł(p * t) > ł(p) (potencjalnie może wystąpić równość). Brak ja.wnej

zależności składników występującyclr ln rozważanych surrraclr od wielowskaźrrików
(pojawiającv się już wcześniej w pra,cy) zlraiduje wprawdzie swoje uzasadnienie lv
chęci do uproszczerria notacji, ale przy tak skotrrplikowanych rachunkach powinien
być dodatkowo skomentowany. W sumach częściowych tyrn razem pojawiają się ilr-
dykatory, powinny być one jednak umieszcżone wewnątlz sumy) gdyż warunki (a)-(e)
zależą od zrrrieniających się indeksów si. Dodatkowo występują tu drobne konflikty
oznaczeil, przykładowo symbo1 q został użyty już wcześniej. Kolejny, drobniejszy,
zarzrrt, jaki tnam do tej części pracy dotyczy nadużywania tenninologii probabili-
stycznej w odniesieniu do rozważanych sum, warunki (a)-(e) zostają nazywane ,,zda-
rzeniami" , oszacowania są określane jako ,,niezależne". Oczywiście można próbować



nadać sumom dodatkową probabilistyczną interpretację, jest to jerinak niepotrzebrre

i mvlące (zwlaszcza, że rozwńane sunry częściowe nie będą wówcza§ niezależne, gclyż

ich zakresv są powiązane).

str. 61, l. 15 Użycie słów ,,fornret" i ,,latter" jest mylące.

str. 61, 1. 16 Drobna rriespójność notacyjna, w jednej 1inii uż},wana jest zarórvno

notacja ł(r), jak i k,.

str. 62, 1, ostatnia W ostatecznym oszacowaniu r/2 powinna zostaĆ też uwzględ-

niona stała związala z liczbą różnych ,,profili" wielowskaźników, podobnie jak wcze_

śniej w dowodzie lematu 4.3.13.

str. 63, l. 17,22 Wvdaje się. że zamiast (4.3.32) uży,wa,na tu jest nierówność

(4.3.45).

str. 69, temat 5.2.5 Permutacja o zdefiniowana w dowodzie odpowiada o-1 ze

sformułowarria lematu, problem ten pojawia sie też w dalszej części tekstu,

str. 69, l. 37 Ztn,rot ,,the maxirnal" sugeruje, że element maksymairry jest jedyny,

co nie zawsze jest prawdą,

5. PoosulłowłNtB

w rozprawie przedstawiono szereg trudnych wyników dotyczących ważnych aspek_

tów vrspółczesnej probabilistyki. udowodnione twierdzenia mają dużą rangę naukot,ą,

są irrteresrrjące zarówno z punktu widzenia teorii, jak i możliwych zastosowń. pozionr

skomplikowania technicznego przedstawionych dowodów jednoznacznie wskazuje na dużą

sprawność techniczną Doktora.rrta, a zakres używanych metod na jego szerokie horyzonty

rnaternatyczne. w związku z tym, pomimo wspomnianych wyżej zasftzeżeń dotyczących

brakującego założenia w rozdziale 5 oraz sposobu prezentacji wyników, jestem w pełni

przekonany, że rozprawa spełnia ustawowe i zwyczajoł,e tymagania stawiane rozprawom

łoktorskim. Wrroszę o dopuszczenie mgr. Witolda świątkowskiego do dalszych etapów

przewodu doktorskiego.
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