zadania otwarte Egzamin dyplomowy 14.11.05r, cz. 1

Rozwigzanie zadania 1
Nieréwnosé

of (2n+2
T(n)dzf(”Jr )<4" dla n=1,2,3,...
n

bedziemy dowodzié¢ indukcyjnie tzn.
(T(l) AVpen T(n) = T(n + 1)) — Vpen T(n)

Dla n = 1 mamy:

2-142 4!
T(1) = * <4l=-—"<4=1 - prawda.
1 1! 3!

Teraz dlan =1,2,3,... dowdéd wynikania:

T(n) = T(n+1)

Mamy
2(n+1)+2\
( n+1 > N
_[(2n+4\ (2n + 4)! _ (2n +4)! B
B (n-i-l)_(n+1)!(2n+4—n—1)!_(n+1)!(n+3)!_

(2n +2)! (2n +3)(2n + 4) _ <2n+2) (2n+3)(2n+4)

n'(n+2-n) (n+1)(n+3) n (n+1)(n+3)

Wykazemy teraz, ze:

(2n+3)(2n+4)
(n+1)(n+3)

< 4, dla n=1,2,3,...

A jest tak, bo:

2n+3)2n+4) <4(n+1)(n+3)
An? 4+ 14n + 12 < 4n? + 16n + 12
0<2n

Skad, przy zaltezeniu T'(n) = 1 mamy:

T(n+1)=

_ 2(n+1)+2 a1 (2n+2\ 2n+3)(2n +4) A
- ( n+1 )<4+ :< n )(n+1)(n+3) s4t4=

1

2n + 2
n

) < 4" = T(n)

O
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Zadanie ]_ o
Dowiesc, ze dla kazdej liczby catkowitej dodatniej n zachodzi nieréwnosé

<2n+2> <.
n

Przeprowadzimy dowdd indukcyjny.

Dla n =1 mamy (2";2 = (411) =4 oraz 4" = 4! =4, a zatem dana w zadaniu nieréwnoé¢é

przyjmuje posta¢ 4 <4, jest wiec prawdziwa.

Rozwigzanze:

Niech teraz n bedzie taka liczba naturalna, ze

<2n+2> <.
n

2n+4 < qnH
n+l) >

Wychodzac od lewej strony powyzszej nieréwnosci otrzymujemy
<2n+4> @44 (2n+2)!(2n+3)(2n+4)
n+1

Chcemy wykazac, ze

(n+1)!(n+3)!  nl(n+1)(n+2)!(n+3)
<2n+2>.(2n+3)(2n+4)< n (2n+3)

_ (
(n+1)(n+3) (n+1)(

2n+-4)
n+3)

<4n-4:4n—|—1’

n

o ile udowodnimy, ze
(2n+3)(2n+4)

(n+1)(n+3)
dla n > 1. Powyzsza nieréwnos$¢ jest rownowazna kolejnym nieréwnos$ciom
(2n+3)(2n+4) <4(n+1)(n+3)
4n® +14n+12 <4n*+16n+12

0<2n,

X

jest wiec prawdziwa.
Na mocy zasady indukcji matematycznej nieréwno$c¢ zostata udowodniona dla kazdego
n>1.

Za dojscie do wyrazenia (2";“2) -%

mozna bylo otrzymaé¢ 1 punkt.
Gléwnym problemem okazalo sie udowodnienie nieréwnosci
(2n+3)(2n+4)
<4.
(n+1)(n+3)

lim (2n+3)(2n+4)

n= (n+1)(n+3)
ta nieréwno$¢ nie wynika, aczkolwiek dwie osoby w oparciu o powyzsza zbieznosé¢ zdotaly
przeprowadzi¢ poprawny dowodd, jednak o wiele bardziej skomplikowany niz dowdéd samej
nierownosci.

i oszacowanie go przez 4”-%

Ze zbieznosci

=4



zadania otwarte Egzamin dyplomowy 14.11.05r, cz. 1

Rozwigzanie zadania 2
Mamy dla A > 0 obliczy¢ objetosé¢ bryty:
{(z,y,2): 0<z?+y° <z < A} CR3

Jest to wnetrze paraboloidy obrotowej z = 12 +y? (powierzchnia powstata przez
obrét paraboli z = 22 wokoét osi 0z) ograniczonej z gory plaszczyzna z = A.

0.a-
a6
0.4.

0.2-]

L =]
T

g e ~ 15 2

e . ]
27 45 s

Rysunek 1: Powierzchnia {(z,y,2): 0 < 2? +y? =2 < A} dla A = 2.

Kilka sposobéw w jaki mozna obliczyé¢ objeto$é rozwazanej bryty.

1. Wedlug wzoru:
A
v [sw
0

gdzie S(p) jest polem przekroju rozwazanej bryly z ptaszczyzna z = p > 0.
Przekrojem tym jest koto o pramieniu ,/p, tak wiec S(p) = mp. Stad
mamy, ze

A
2, A 1
p 2
V= dp = | = -~ A?r.
/ﬂ'pp 7r20 271'
0

2. Wzor na ojetosé bryly powstalej w wyniku obrotu wykresu funkcji
z = f(x) wokot osi Oz:

VA
V=2r [ of(x)dx.
/

17 lutego 2005, 11:09pm 1



KED w IM UWr Egzamin dyplomowy 14.I1.05r, cz. I

U nas z = 22 skad otrzymujemy

VA fVE
V =n(VA?PA-2r / za’dr =nA? — 27‘(’% . - §A27r,
0

gdzie m(v/A)? A jest objetoécia walca o promieniu v/A i wysokosci A.

3. Podobnie jak poprzednio, ojetosé brylty powstatej w wyniku obrotu wy-
kresu funkcji « = g(z) wokét osi 0z z tym, ze catkujemy wzdtuz osi 0z:

A
V= 71'/[g(z)]2 dz.
0

W sytuacji naszej brylty mamy g(z) = /2 i dalej
A
2 221A 1
V:ﬂ/ (\/E) d,z:w—‘ = —A%r.
2 lo 2
0

4. 7 definicji catki podwdjnej:
V =nA% - / 2 +y? da dy
{(z,y):22+y2<VA}

Przechodzac do wspdlrzednych biegunowych (z = rsing, y = rcose)
otrzymujemy:

/ 2?2 +y?dedy =

{(z,y):22+y2<V A}

27 /A 7‘4 VA
= / r2-rd<pdT=//r3drd<p:27rZ =
0 0

Lo
0 2
[0,27] % [0,V/A]

A,

I ostatecznie ) )
V=n4%— §A27r = §A27r.

Wroctaw, dnia 17 lutego 2005
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Zadanie 3. (3 punkty)
Wyznaczy¢ najmniejsza, i najwieksza wartosé funkcji
Flo,y) =2t +y' 420 - Da+1)(y— Dy +1)
na kwadracie K = {(z,y) : z,y € [—1,1]}. Wyznaczy¢ wszystkie punkty
kwadratu, w ktorych wartosci najmniejsza i najwieksza sa osiagane.
ROZWIAZANIE. I SPOSOB.
Po pierwsze. Zauwazmy, ze
flr,y) =2t +yt+2@?2-1)(W2—1) =2 + y* + 222y? — 222 — 22 + 2 =
=@+ -2 +y)+1+1=
= (@2 +?) -1)°+1>1
i r6wno$¢ f(z,y) = 1 zachodzi dla punktéw okregu x? + y? = 1, ktéry (caty)
zawarty jest w kwadracie K.

Po drugie. 2%+ y? jest kwadratem odleglosci punktu (z,y) od (0,0), wiec
na kwadracie K przyjmuje wszystkie wartosci z przedzialu [O, \/52], zatem
12 +1y?—1 na K przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [—1, 1], przy czym
wartosé¢ 1 przyjmuje w wierzchotkach kwadratu a warto$¢ —1 w érodku. Stad
f(z,y) na K przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [0% + 1, (+1)? + 1],
przy czym najwieksza 2 w punktach: (0,0), (1,1), (-1,1), (—=1,-1), (1,-1).

ROZWIAZANIE. II SPOSOB.

Funkcja f jest ciagla i K jest zwarty (domkniety i ograniczony podzbiér R?),
wiec f osiaga swoje kresy na K. Zbadamy punkty wnetrza K i brzegu K.
& Wnetrze K. f ma wszedzie pochodne czastkowe, wiec moze przyjmowac
swoje kresy jedynie w tych punktach wnetrza K, w ktorych obie sie zeruja:
8 =0 42 +42(y? —1) =0 z-(@*+y*—1)=0
o= A +4y(a® —1) =0 y- (249> -1)=0"
Sa to: (0,0) i punkty okregu z? + y? = 1 (z wyjatkiem $rodkéw bokéw K).

Mamy: f(0,0) = 2. Zauwazmy, ze dla punktéw okregu y? = 1 — z? jest:
flx,y) = 2 +(1-22)2+2(22-1)((1-2%)—1) = 2*+1—-22%+2* 224 +22% = 1.
& Brzeg K. Mamy f(x,1) =2 +1* +2(2* — 1)(12 — 1) = 2* + 1, wigc dla
x € [—1, 1] warto$¢ najmniejsza 1 jest dla = 0, a najwieksza 2 dla z = +1.
Zatem na boku kwadratu y = 1 warto$¢ najmniejsza 1 jest przyjeta w srodku,
a najwieksza 2 na koncach tego boku. Tak samo jest na pozostatych bokach.
& Podsumowanie. f moze przyjmowaé swoje kresy tylko w punktach powyzej
zbadanych, a w tych punktach przyjmuje tylko dwie wartosci: 11i 2, zatem:

f najmniejsza warto$é na K réwna 1 przyjmuje na okregu z% + y? = 1,

f najwieksza, warto$¢ na K réwna, 2 przyjmuje w pieciu punktach:

(0,0), (1,1), (-1,1), (—-1,-1), (1,-1).



zadania otwarte Egzamin dyplomowy 14.11.05r, cz. 1

Rysunek do zadania 3

05 J\\\

Rysunek 1: Wykres f(z,y) = a* +y* +2(z — 1)(z + 1)(y — 1)(y + 1) dla
(z,y) € [-1,1] x [-1,1].

Mam nadzieje, ze dobry!

Wroctaw, dnia 17 lutego 2005

17 lutego 2005, 9:51pm 1



zadania otwarte Egzamin dyplomowy 14.11.05r, cz. 1

Rozwigzanie zadania 4
O wektorach z,y, z € R? wiemy, ze
[zl = llyll = [zl =1

(x,y) = (y,2) = (z,2) = —3
gdzie (v,y) = 211 + z2y2 + 3y3 2 ||z| = /(v 2).
Sposdb pierwszy
Mamy wykazaé, ze istnieja takie liczby «, 3,7 € R, o? + 3% +~2 > 0 ze

az + By + vz = (0,0,0).
Gdyby tak bylo (szukamy warunku koniecznego), to biorac
0= (x,ax+ py+vyz)=

= ale,2) +Bley) + ol =a— 58— 2

otrzymujemy, ze musi by¢ spelniony zwiazek

1 1

Dla liczb o« = § = v = 1 znaleziony warunek konieczny zachodzi! Ponadto
mamy, ze

le+y+z>=(@+y+z,z+y+z) =

= oll® + (2, 9) + (@, 2) + (g, 2) + [yll* + (. 2) + (2,2) + (2, 9) + 2] =

A to oznacza, ze
x+y+z=(0,0,0)

i wektory x,y, z sa liniowo zalezne.
Sposdb drugi

O wektorze x, bez utraty ogolnosci mozemy zalozy¢, ze jest postaci = (1,0,0).

Teraz mamy z rownosci (x, y) = f%,

mujemy z; = —%.

ze y1 = —3 i podobnie z (z,z) = —3 otrzy-

Z |lyll = |zl =11 (y,z) = —1 odpowiednio dostajemy:

3
2 2 . °
3
2 2 . °
z5+2z3 = 1
3
Y222 + Y323 1

18 lutego 2005, 12:47am 1



KED w IM UWr Egzamin dyplomowy 14.11.05r, cz. 1

Jasne jest teraz, iz:
(y2 + 22)° + (y3 + 23)° =
2,2, .2, .2 3
= y;+ys5+ 25 + 25 +2(y222 + y323) = Z%-f -2-=0.

Otrzymalismy wiec, ze zo = —y2 1 23 = —ys3.

Mamy teraz:

1 1
T+ ) +z = (17070) + (_§7y27y3) + (_57 —Y2, —93) = (03070)

co dowodzi, ze uktad wektorow z,y, z jest liniowo zalezny.

Wroctaw, dnia 18 lutego 2005

2 18 lutego 2005, 12:47am
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Rozwigzanie zadania 5
Jezeli w grupie G dla dowolnych elementéow a,b € G zachodzi zwigzek
ab=ba®
to biorac za b = e otrzymujemy, ze dla dowolnego a € G zachodzi:
a=a°.

Stad
ab=b%a® = ba

dla dowolnych elementéw a,b € G.

Wroctaw, dnia 18 lutego 2005
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