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Rozwiązanie zadania 1

Nierówność

T (n)
def≡

(
2n + 2

n

)
6 4n dla n = 1, 2, 3, . . .

będziemy dowodzić indukcyjnie tzn.(
T (1) ∧ ∀n∈N T (n) ⇒ T (n + 1)

)
=⇒ ∀n∈N T (n)

Dla n = 1 mamy:

T (1) ≡
(

2 · 1 + 2
1

)
6 41 ≡ 4!

1! 3!
6 4 ≡ 1 – prawda.

Teraz dla n = 1, 2, 3, . . . dowód wynikania:

T (n) ⇒ T (n + 1)

Mamy(
2(n + 1) + 2

n + 1

)
=

=
(

2n + 4
n + 1

)
=

(2n + 4)!
(n + 1)! (2n + 4− n− 1)!

=
(2n + 4)!

(n + 1)! (n + 3)!
=

=
(2n + 2)!

n! (2n + 2− n)
· (2n + 3)(2n + 4)

(n + 1)(n + 3)
=

(
2n + 2

n

)
(2n + 3)(2n + 4)
(n + 1)(n + 3)

Wykażemy teraz, że:

(2n + 3)(2n + 4)
(n + 1)(n + 3)

6 4, dla n = 1, 2, 3, . . .

A jest tak, bo:

(2n + 3)(2n + 4) 6 4(n + 1)(n + 3)
4n2 + 14n + 12 6 4n2 + 16n + 12

0 6 2n

Skąd, przy załeżeniu T (n) ≡ 1 mamy:

T (n + 1) ≡

≡
(

2(n + 1) + 2
n + 1

)
6 4n+1 ≡

(
2n + 2

n

)
(2n + 3)(2n + 4)
(n + 1)(n + 3)

6 4n · 4 ≡

≡
(

2n + 2
n

)
6 4n ≡ T (n) ≡ 1
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354�687:9
;<6>=2?@9
AB6>=2CD=2?@9�=FE
G ���H�I��� � A > 0 	�J�� � 0&�&��KL	�J�M
N&�*	.O*KPJ�����QR�8S

{(x, y, z) : 0 6 x2 + y2
6 z 6 A} ⊂ R

3

T �VU��<�*	L�"��N1���*�V�W�(���X��JY	�� 	������Z	�J���	���	!�W��M z = x2+y2 [ �Y	!�"� �&���V0X\������D�Y	!�DU����.Q]�D�^�*�V�&�
	_J���`��"�^���X��JY	�� � z = x2 ��	�a�`�Q>	.U�� 0z b 	��_��������01�&	_���
MW�L�_`����c�YQ]��U*�V01�V���&�^d z = A '

e ��U�f��^�&ag#_Sih<	!�"� �&���V0X\��^� � {(x, y, z) : 0 6 x2 + y2 = z 6 A} ����� A = 2 '

j � � ak��U*�(	.U�	_J(`!�l�mM���a.�>��	_n&�^�o	�J^����01�V��KL	_J�M
N1��	_O�K@��	��V����nV���^�
MpJ����^Qq�_'
#�'srt�V�(QRf��c�"�&	_�*fuS

V =

A
∫

0

S(p) dp

�_���&� � S(p) M
�VU��<�Y	�� �&�v�^�*�V�&a��*	�M
fw��	��&�s��n�������M>J��*�^QR�x�W�8QR�_U���01�&���V�^d z = p > 0 '
h����&�Va.��	�M
�V�y�
���zM
��U
�{a_	�QR	t	|���X����� �&��� f √

p /�����am�"��N�0 S(p) = πp '~}.��d_�
�c���
��/�n&�

V =

A
∫

0

πp dp = π
p2

2

∣

∣

∣

A

0
=

1

2
A2π.

� 'srt�&`��"�(�
	�M
N1��	_O�KPJ^�*�^QR�c�(	!�DU�����Qq��MW�B�"�.�^��a�f�	�J���	���f��"��a��*��U�fI�Rf���a.0�M
�
z = f(x) ��	�a�`�Qu	_U*� Oz S

V = 2π

√
A

∫

0

xf(x) dx.

#!�H��f����&�_	 � ,�,.-�/8#�#_S ,_����� #
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� �^��U z = x2 U*a!d��I	����*�V�.�
f!M
�&�
�

V = π(
√

A)2A − 2π

√
A

∫

0

x x2 dx = πA2 − 2π
x4

4

∣

∣

∣

√
A

0
=

1

2
A2π,

�_���V��� π(
√

A)2A M
�VU��D	�J�M
N&�*	.O*0&� d
����� 0V�H	c�^�*	_�o� �&�^��f √
A ���"��U�	_a�	_O�01� A '

� 'shi	���	_J���� �xM���a��(	_�����&�V������	(/u	�M
N1�*	.O*KoJ����^Qq���(	!�DU�����Qq��ML�F�"������a�f|	�J^�*	��*f|�"�.�
a.���VU*fI�Rf���a_0
M
� x = g(z) �W	_a�`�Qu	.U�� 0z �L�
����/�n&�x0V�.QRa.f�M
�&�H���"�V�(QRf�nx	_U*� 0z S

V = π

A
∫

0

[g(z)]2 dz.

r�U*�.�*f^�_0�M
���^�_U��V�
M�J��*�^QR�{�c���
� g(z) =
√

z �u����� �
M

V = π

A
∫

0

(√
z
)2

dz = π
z2

2

∣

∣

∣

A

0
=

1

2
A2π.

%('@�����1�^����0�M
��0&�.QRa��>�(	�����`�M
�^�
M1S

V = πA2 −
∫

{(x,y):x2+y26
√

A}

x2 + y2 dx dy

h��*�V�V0X\�	�����d�0���	|�DU*�(`�Qq���&N�������0X\mJ����V��f��^	!�"��0X\ [ x = r sin ϕ, y = r cosϕ b	��*���&���
f!M
�&�
�YS
∫

{(x,y):x2+y26
√

A}

x2 + y2 dx dy =

=

∫

[0,2π]×[0,
√

A]

r2 · r dϕ dr =

2π
∫

0

√
A

∫

0

r3dr dϕ = 2π
r4

4

∣

∣

∣

√
A

0
=

1

2
A2π.

)W	.U
�X�!�*��01�V�����
V = πA2 − 1

2
A2π =

1

2
A2π.

rt�*	�0kQR�k�x/���������#k�H� f��*�V��	 � ,_,_-
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J ��K*L����NMO#�PRQS��M��*��K f(x, y) = x4 + y4 + 2(x − 1)(x + 1)(y − 1)(y + 1) �����
(x, y) ∈ [−1, 1]× [−1, 1] '

T ���U�V�W���&� �
X
YW/�Z&�[��	W\����^]

QS��	�0`_a�`�[/������ �b#!cd� L����&��	fe�,�,W-
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zadania otwarte Egzamin dyplomowy 14.II.05r, cz. I

Rozwiązanie zadania 4

O wektorach x, y, z ∈ R3 wiemy, że

‖x‖ = ‖y‖ = ‖z‖ = 1

〈x, y〉 = 〈y, z〉 = 〈z, x〉 = − 1
2

gdzie 〈x, y〉 = x1y1 + x2y2 + x3y3 a ‖x‖ =
√
〈x, x〉.

Sposób pierwszy

Mamy wykazać, że istnieją takie liczby α, β, γ ∈ R, α2 + β2 + γ2 > 0 że

αx + βy + γz = (0, 0, 0).

Gdyby tak było (szukamy warunku koniecznego), to biorąc

0 = 〈x, αx + βy + γz〉 =

= α〈x, x〉 + β〈x, y〉 + γ〈x, z〉 = α − 1
2
β − 1

2
γ

otrzymujemy, że musi być spełniony związek

α − 1
2
β − 1

2
γ = 0.

Dla liczb α = β = γ = 1 znaleziony warunek konieczny zachodzi! Ponadto
mamy, że

‖x + y + z‖2 = 〈x + y + z, x + y + z〉 =

= ‖x‖2 + 〈x, y〉 + 〈x, z〉 + 〈y, x〉 + ‖y‖2 + 〈y, z〉 + 〈z, x〉 + 〈z, y〉 + ‖z‖2 =

= 1 − 1
2
− 1

2
− 1

2
+ 1 − 1

2
− 1

2
− 1

2
+ 1 = 0.

A to oznacza, że
x + y + z = (0, 0, 0)

i wektory x, y, z są liniowo zależne.

Sposób drugi

O wektorze x, bez utraty ogólności możemy założyć, że jest postaci x = (1, 0, 0).

Teraz mamy z równości 〈x, y〉 = − 1
2 , że y1 = − 1

2 i podobnie z 〈z, x〉 = − 1
2 otrzy-

mujemy z1 = − 1
2 .

Z ‖y‖ = ‖z‖ = 1 i 〈y, z〉 = − 1
2 odpowiednio dostajemy:

y2
2 + y2

3 =
3
4

z2
2 + z2

3 =
3
4

y2z2 + y3z3 = −3
4
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Jasne jest teraz, iż:

(y2 + z2)2 + (y3 + z3)2 =

= y2
2 + y2

3 + z2
2 + z2

3 + 2(y2z2 + y3z3) =
3
4

+
3
4
− 2

3
4

= 0.

Otrzymaliśmy więc, że z2 = −y2 i z3 = −y3.

Mamy teraz:

x + y + z = (1, 0, 0) + (−1
2
, y2, y3) + (−1

2
,−y2,−y3) = (0, 0, 0)

co dowodzi, że układ wektorów x, y, z jest liniowo zależny.

Wrocław, dnia 18 lutego 2005
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Rozwiązanie zadania 5

Jeżeli w grupie G dla dowolnych elementów a, b ∈ G zachodzi związek

ab = b3a3

to biorąc za b = e otrzymujemy, że dla dowolnego a ∈ G zachodzi:

a = a3.

Stąd
ab = b3a3 = ba

dla dowolnych elementów a, b ∈ G.
2

Wrocław, dnia 18 lutego 2005
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