
Streszczenie

W niniejszej rozprawie zajmujemy si¦ badaniem splotowych póªgrup miar probabilistycznych na
grupie Heisenberga Hn, która jest rozmaito±ci¡ Rn ×Rn ×R z mno»eniem

xy = (x1, x2, x3)(y1, y2, y3) = (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3 +
1
2

(x1 · y2 − x2 · y1)).

Póªgrupy takie byªy ju» badane w literaturze, równie» w szerszym kontek±cie grup nilpotentnych,
mi¦dzy innymi przez matematyków wrocªawskich.

Póªgrupy miar na grupie Heisenberga s¡ scharakteryzowane przez swoje funkcjonaªy generuj¡ce,
które okazuj¡ si¦ by¢ dokªadnie uogólnionymi laplasjanami. Uogólnione laplasjany na Hn s¡ takie
same jak uogólnione laplasjany na grupie abelowej R2n+1 i w ten sposób funkcjonaªy generuj¡ce
splotowych póªgrup miar na grupie abelowej mo»emy tak»e rozpatrywa¢ tak»e w kontek±cie grupy
Heisenberga.

W pracy rozwa»amy póªgrupy, których funkcjonaªy generuj¡ce speªniaj¡ warunki dopuszczalno-
±ci. Warunki te wyra»one s¡ w terminach ich transformat Fouriera, tzn. zwi¡zanych z nimi ci¡gªych
funkcji ujemnie okre±lonych. Przykªadem dopuszczalnego uogólnionego laplasjanu jest

〈Γ, f〉 = cn

∫
R2n+1\{0}

f(x)− f(0)

‖x‖
2n+1
2

K 2n+1
2

(‖x‖)dx, f ∈ C∞c (R2n+1),

gdzie K jest zmody�kowan¡ funkcj¡ Bessela drugiego rodzaju. Mamy wtedy −Γ̂ = log(1 + ‖ξ‖2), a
w kontek±cie grupy abelowej Γ jest funkcjonaªem generuj¡cym tzw. symetrycznej póªgrupy gamma.
W pracy podajemy równie» do±¢ du»¡ klas¦ dopuszczalnych uogólnionych laplasjanów.

Niech P b¦dzie funkcjonaªem generuj¡cym póªgrupy miar µt na grupie Heisenberga, a tak»e
funkcjonaªem generuj¡cym póªgrupy miar νt na grupie abelowej R2n+1. W pracy dowodzimy osza-
cowa« ró»nicy transformat µ̂t − ν̂t (oraz ich pochodnych) i pokazujemy, »e s¡ one maªe ze wzgl¦du
na poªo»enie ξ ∈ R2n+1 oraz czas t > 0. Prowadzi to do rezultatu b¦d¡cego tre±ci¡ gªównego twier-
dzenia, mówi¡cego, »e ró»nica miar µt i νt, zgadza si¦ z funkcj¡ kt, która jest gªadka poza zerem i
dla t < 1 oraz wszystkich N ∈ N i α ∈ N2n+1 speªnia

|∂αkt(x)| ¬
{
cn,αt

2‖x‖−(2n+1)+2−|α| dla ‖x‖ ¬ 1,

cn,α,N t
2‖x‖−N dla ‖x‖  1.

Jako wniosek otrzymujemy pewne warunki na to, by miary µt miaªy g¦sto±ci b¦d¡ce funkcjami
w L1, czy te» w przestrzeni Lp. Powy»sze oszacowania zastosowali±my tak»e do badania punkto-
wych oszacowa« g¦sto±ci póªgrup miar na grupie Heisenberga. W szczególno±ci, dla uogólnionego
laplasjanu Γ, mo»emy wywnioskowa¢ nast¦puj¡ce oszacowania g¦sto±ci miar

vt(x) ¬ cnt‖x‖−(2n+1)+2t, ‖x‖ ¬ 1, t < 1,

czy asymptotyk¦ dla t < 1

vt(x) � t‖x‖−(2n+1)+2t, ‖x‖ → 0.

Jednym z najwa»niejszych narz¦dzi stosowanych przez nas w pracy jest rachunek symbolicz-
ny operatorów splotowych na grupie Heisenberga, który jest podobny do rachunku symboliczne-
go operatorów pseudoró»niczkowych. Istota rachunku symbolicznego opiera si¦ na opisie dziaªania
a#b = (a∨ ∗ b∨)∧. Nieprzemienno±¢ dziaªania # powoduje, »e nie mamy ju» reguªy Leibniza, która
mówi jak obliczy¢ ∂α(a#b). W pracy znajdujemy precyzyjn¡ "reguª¦ Leibniza" dla grup nilpotent-
nych stopnia 2, jak¡ jest grupa Heisenberga.
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